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Introduction
Grande dimension
On considère une matrice de données X et un vecteur d’observations Y à expliquer.
Les observations portent sur p variables, mesurées sur n individus. Il existe plusieurs
situations de grande dimension :

n grand et p de taille raisonnable
I situation favorable d’un point de vue théorique,
I problème de stockage informatique,
I solutions informatiques de BigData (Hadoop,. . . ).
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Introduction
Grande dimension
On considère une matrice de données X et un vecteur d’observations Y à expliquer.
Les observations portent sur p variables, mesurées sur n individus. Il existe plusieurs
situations de grande dimension :

n de taille raisonnable et p grand (p >> n)
I problèmes théoriques sous-jacents,
I réduction de dimension, sélection de variables.
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Introduction
Grande dimension

On considère une matrice de données X et un vecteur d’observations Y à expliquer.
Les observations portent sur p variables, mesurées sur n individus. Il existe plusieurs
situations de grande dimension :

n et p grands
I situation la plus compliquée,
I outils informatiques de BigData + outils stats de grande dimension.
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Introduction
Données d’expression des gènes

Les données fil rouge de ce cours seront des données d’apprentissage supervisé en
génomique :

X ∈M(n, p) désigne la mesure de l’expression de p gènes chez n individus.
y ∈ Rn est une variable phénotypique mesurée chez tous les individus, par
exemple un indice de virulence de la tumeur.
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Introduction
Contourner l’écueil de la grande dimension

En présence de nombreuses variables explicatives, on suppose généralement que peu
d’entre elles sont pertinentes pour modéliser/prédire Y . Il existe quatre familles de
méthodes permettant de contourner le fléau de grande dimension :

tests multiples : utilisés en pré-traitement pour filtrer les variables,
réduction de dimension : utilisés en pré-traitement pour réduire la
dimension de l’espace des variables,
choix de modèles : pour choisir le meilleur sous-modèle,
régressions sous contraintes (ou pénalisées) : pour contraindre le nombre
de paramètres dans le modèle.
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III. 1. Rappels sur le modèle linéaire
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Rappels sur le modèle linéaire
Modèle linéaire gaussien

On appelle modèle linéaire gaussien un modèle statistique qui peut s’écrire sous
la forme :

∀i ∈ J1, nK, Yi = β0 + β1X 1
i + ...+ βpX p

i + εi ,

où les (εi )1≤i≤n sont des termes d’erreur non observés, i.i.d :

εi
i.i.d∼ N (0, σ2).

Le modèle se réécrit matriciellement :

Y = Xβ + ε,

où X est une matrice de taille n× (p + 1) de terme général X j
i , excepté la première

colonne qui contient uniquement des 1, Y = t(Y1, ...,Yn), ε = t(ε1, ..., εn) et
β = t(β0, ..., βp).
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Rappels sur le modèle linéaire
Estimation des paramètres

Estimation de :

β par moindres carrés :
β̂ = (tXX )−1tXY .

la variance du bruit σ2 :

σ̂2 = 1
n − (p + 1)

n∑
i=1

(Yi − Ŷi )2.

Parmi les estimateurs de β, β̂ est le meilleur estimateur sans biais au sens du coût
quadratique.
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Rappels sur le modèle linéaire
Qualité d’ajustement
La qualité d’ajustement du modèle est mesurée par le coefficient de détermination,
défini par :

R2 = SCM
SCT = 1− SCR

SCT = 1−
∑

i (Yi − Ŷi )2∑
i (Yi − Ȳ )2

.

Il détermine à quel point l’équation de régression est adaptée pour décrire la
distribution des points.

Remarque : En règle général, on utilise le R2 ajusté :

R2
ajusté = 1− SCR /(n − p − 1)

SCT /(n − 1) .

Pour rappel :

SCT =
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 =
n∑

i=1

(Ŷi − Ȳ )2 +
n∑

i=1

(Yi − Ŷi )2 = SCM + SCR .
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Rappels sur le modèle linéaire
Test de la contribution globale

Il s’agit d’une généralisation du test de Fisher à p variables explicatives :

compare les modèles M1 (constant) et Mp+1 (complet)

M1 : ∀i ∈ J1, nK, Yi = β0 + εi , εi
i.i.d∼ N (0, σ2)

Mp+1 : ∀i ∈ J1, nK, Yi = β0 +
p∑

j=1
βjX j

i + εi , εi
i.i.d∼ N (0, σ2).

revient à tester, au risque δ fixé, l’hypothèse nulle

(H0) : modèle M1 (aucune variable n’a d’influence)

contre l’alternative

(H1) : modèle Mp+1 (au moins une des variables a de l’influence)
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Rappels sur le modèle linéaire
Test de la contribution globale

La statistique de test est

Tn = SCM /p
SCR /(n − p − 1) ∼H0 F (p, n − p − 1),

ou encore :
Tn = (SCRM1 - SCR) /p

SCR /(n − p − 1) ∼H0 F (p, n − p − 1),

où SCRM1 est la Somme des Carrés Résiduels pour le modèle M1.
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Rappels sur le modèle linéaire
Test de la contribution globale

Notons cδ le quantile d’ordre δ de F (p, n − p − 1) tel que :

P(Tn ≤ cδ) = 1− δ

La règle de décision est alors la suivante :

si Tn > cδ, on rejette H0,
si Tn ≤ cδ, on ne rejette pas H0.

En pratique, on prend un échantillon de taille n, on calcule la réalisation tn de Tn
sur cet échantillon et on compare sa valeur à cδ, qui est lu sur la table de Fisher.
On peut aussi calculer la p-valeur= PH0 (Tn > tn) que l’on compare au risque δ. Si
la p-valeur est inférieure à δ, le test est significatif.
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Rappels sur le modèle linéaire
Test du modèle réduit

On teste si un ensemble de q variables explicatives ne suffit pas à expliquer Y :

Hypothèses :
(H0) : modèle réduit

Modèle Mq+1 : ∀i ∈ J1, nK, Yi = β0 +
q∑

j=1
βjX j

i + εi , εi
i.i.d∼ N (0, σ2),

contre
(H1) : modèle complet

Modèle Mp+1 : ∀i ∈ J1, nK, Yi = β0 +
p∑

j=1
βjX j

i + εi , εi
i.i.d∼ N (0, σ2).

Ou encore :

(H0) : ∀j = q + 1, ..., p, βj = 0 contre (H1) : ∃j ∈ {q + 1, ..., p}, βj 6= 0.
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Rappels sur le modèle linéaire
Test du modèle réduit

Théorème
Sous (H0), on a le résultat suivant :

SCRMq+1

σ2 ∼H0 χ
2(n − q − 1).

De plus, SCRMq+1 −SCR et SCR sont indépendants et

SCRMq+1 −SCR
σ2 ∼H0 χ

2(p − q).

La statistique de test est alors définie par

Tn =
(SCRMq+1 −SCR)/(p − q)

SCR /(n − p − 1) ∼H0 F (p − q, n − p − 1).
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Rappels sur le modèle linéaire
Test du modèle réduit

Notons cδ le quantile d’ordre δ de F (p − q, n − p − 1) tel que :

P(Tn ≤ cδ) = 1− δ

La règle de décision est alors la suivante :

si Tn > cδ, on rejette H0,
si Tn ≤ cδ, on ne rejette pas H0.

En pratique, on mesure Tn sur un échantillon de taille n. Si cn > tδ, on conserve le
modèle complet, on considère que le passage de Mq+1 à Mp+1 est significatif : au
moins l’une des variables X q+1, ...,X p a une influence significative sur Y (en plus
de X 1, ...,X q). Si tn ≤ cδ, on ne rejette pas (H0), on considère que le passage de
Mq+1 à Mp+1 n’est pas significatif : l’influence des variables explicatives
X q+1, ...,X p n’est pas significative pour expliquer Y .

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 16 / 81



Rappels sur le modèle linéaire
Choix de modèles
Si on hésite entre plusieurs modèles (Mq+1)q<p, on peut aussi comparer les critères :

R2 ajusté :

max
q≤p

R2
ajusté(q) = max

q≤p
1−

SCRMq+1 /(n − q − 1)
SCT /(n − 1) .

Cp de Mallows :

min
q≤p

Cp(q) = min
q≤p

SCRMq+1

σ̂2 − n + 2(q + 1).

Critère AIC :

min
q≤p

AIC(q) = min
q≤p

n ln
SCRMq+1

n + 2(q + 1).

Critère BIC :

min
q≤p

BIC(q) = min
q≤p

n ln
SCRMq+1

n + (q + 1) ln n.
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Rappels sur le modèle linéaire
Vers la grande dimension

En grande dimension :

le modèle linéaire est mal défini : il existe une infinité de β conduisant au
même vecteur Xβ,
les critères énoncés précédemment ne sont plus utilisables car ils sont basés sur
les résidus Ŷ − Y , qui valent 0 lorsque p ≥ n.

Pour contourner le problème, on fait en général une hypothèse de parcimonie :
seuls p∗ coefficients βj sont non nuls avec p∗ << n. La difficulté réside dans le fait
que l’on ne connaît pas p∗.
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Rappels sur le modèle linéaire
Modèle linéaire généralisé

On appelle modèle linéaire généralisé un modèle statistique qui peut s’écrire sous
la forme : 

Y ∼ fθ, fθ ∈ F(θ),
E(Y ) = µ,

g(µ) = Xβ = β0 + β1X1 + ...+ βpX p.

Pour que ce modèle soit bien défini, il faut choisir :

1 la famille paramétrique F(Θ) à laquelle appartient la loi de Y : ici, il s’agit de
la famille exponentielle (lois normales, exponentielles, gamma, Bernoulli,
binomiales, Poisson),

2 la fonction de lien g qui relie E(Y ) et (X 1, ...X p).
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Rappels sur le modèle linéaire
Régression logistique

Si on choisit la loi Bernoulli en supposant que Y ∼ B(p) et la fonction de lien
logistique g(x) = log x

1−x , on obtient un modèle de régression logistique :{
Y ∼ B(p),
log
(

P(Y =1)
P(Y =0)

)
= Xβ.

Remarques :

le modèle de régression logistique ne s’écrit pas Y = Xβ + ε, en tout cas pas
avec une erreur de loi connue,
le modèle de régression logistique est utilisé lorsque Y est qualitative (variable
clinique 0/1 par exemple).
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Rappels sur le modèle linéaire
Régression logistique

Estimation : l’estimateur du maximum de vraisemblance a de bonnes
propriétés théoriques (consistance, normalité asymptotique, optimalité) mais il
n’en existe pas toujours de formulation explicité, il faut donc recourir à des
algorithmes d’optimisation (Newton-Raphson par exemple) pour l’approcher
numériquement.

Choix de modèle : comparaisons via un critère de vraisemblance pénalisée ou
la déviance :

D = −2
(
`(Y , β̂)− `sat(Y )

)
≥ 0,

où le modèle saturé désigne le modèle possédant autant de paramètres que
d’observations et estimant donc exactement les données. Le modèle est
d’autant meilleur que la déviance est petite.
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Rappels sur le modèle linéaire
Applications sur R - modèle linéaire gaussien

library(glmnet)
library(lasso2) # téléchargement des données
data("Prostate")
str(Prostate)

## 'data.frame': 97 obs. of 9 variables:
## $ lcavol : num -0.58 -0.994 -0.511 -1.204 0.751 ...
## $ lweight: num 2.77 3.32 2.69 3.28 3.43 ...
## $ age : num 50 58 74 58 62 50 64 58 47 63 ...
## $ lbph : num -1.39 -1.39 -1.39 -1.39 -1.39 ...
## $ svi : num 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ...
## $ lcp : num -1.39 -1.39 -1.39 -1.39 -1.39 ...
## $ gleason: num 6 6 7 6 6 6 6 6 6 6 ...
## $ pgg45 : num 0 0 20 0 0 0 0 0 0 0 ...
## $ lpsa : num -0.431 -0.163 -0.163 -0.163 0.372 ...
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Rappels sur le modèle linéaire
Applications sur R - modèle linéaire gaussien
model <- lm(lcavol~.,data=Prostate)
summary(model)

##
## Call:
## lm(formula = lcavol ~ ., data = Prostate)
##
## Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -1.88603 -0.47346 -0.03987 0.55719 1.86870
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
## (Intercept) -2.260101 1.259683 -1.794 0.0762 .
## lweight -0.073166 0.174450 -0.419 0.6759
## age 0.022736 0.010964 2.074 0.0410 *
## lbph -0.087449 0.058084 -1.506 0.1358
## svi -0.153591 0.253932 -0.605 0.5468
## lcp 0.367300 0.081689 4.496 2.10e-05 ***
## gleason 0.190759 0.154283 1.236 0.2196
## pgg45 -0.007158 0.004326 -1.654 0.1016
## lpsa 0.572797 0.085790 6.677 2.11e-09 ***
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## Residual standard error: 0.6998 on 88 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.6769, Adjusted R-squared: 0.6475
## F-statistic: 23.04 on 8 and 88 DF, p-value: < 2.2e-16
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Rappels sur le modèle linéaire
Applications sur R - modèle logistique

library(glmnet)
library(lsplsGlm) # téléchargement des données
data("BreastCancer")
X <- BreastCancer$X # données d'expression
Y <- BreastCancer$Y # présence/absence de métastase
dim(X)

## [1] 78 4348

table(Y)

## Y
## 0 1
## 44 34
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Rappels sur le modèle linéaire
Applications sur R - modèle logistique
model_logit <- glm(Y ~ X[,1:10], family = "binomial")
summary(model_logit)

##
## Call:
## glm(formula = Y ~ X[, 1:10], family = "binomial")
##
## Deviance Residuals:
## Min 1Q Median 3Q Max
## -1.8657 -0.9549 -0.6054 1.0107 1.9990
##
## Coefficients:
## Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
## (Intercept) -0.4316 0.4685 -0.921 0.3569
## X[, 1:10]1 0.6438 0.6253 1.030 0.3032
## X[, 1:10]2 -0.8452 0.7567 -1.117 0.2640
## X[, 1:10]3 -0.3906 1.1766 -0.332 0.7399
## X[, 1:10]4 -1.1177 1.2882 -0.868 0.3856
## X[, 1:10]5 -0.7791 1.2420 -0.627 0.5305
## X[, 1:10]6 -0.6023 1.3426 -0.449 0.6537
## X[, 1:10]7 -1.1619 1.5995 -0.726 0.4676
## X[, 1:10]8 0.3133 0.9616 0.326 0.7446
## X[, 1:10]9 -3.4427 1.5778 -2.182 0.0291 *
## X[, 1:10]10 -2.0567 1.4518 -1.417 0.1566
## ---
## Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##
## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
##
## Null deviance: 106.845 on 77 degrees of freedom
## Residual deviance: 93.121 on 67 degrees of freedom
## AIC: 115.12
##
## Number of Fisher Scoring iterations: 4

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 25 / 81



III. 2. Sélection par tests multiples
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Sélection par tests multiples
Introduction

Une manière de sélectionner les variables pour en réduire le nombre consiste au
préalable (pré-traitement) à effectuer des tests statistiques :

I en génomique : on teste si l’expression d’un gène est différente entre deux
conditions expériementales.

on se ramène alors à des statistiques en petite dimension dans l’espace réduit à
ces variables,

on s’attend par contre à détecter de nombreux faux positifs puisque chaque
test est associé à un risque de première espèce α, qui s’accumulent.
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Sélection par tests multiples
Introduction

https://xkcd.com/882/
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Sélection par tests multiples
Notations et problématique

On suppose qu’on a m tests à effectuer (avec m < p).
Chaque test est associé à une hypothèse nulle (H0,i ) et alternative (H1,i ), par
exemple :

(H0,i ) : µi = 0 contre (H1,i ) : µi 6= 0.

I en génomique : µi représente la différence d’expression d’un gène entre deux
conditions expérimentales.

A chaque test est associé une p-valeur p(i) correspondante.

Règle de décision :

A partir de quel seuil τ (pour les p(i)) rejette-t-on (H0,i )?
Si on ordonne les pi par ordre croissant, à partir de quel rang k considère-t-on
que les p-valeurs p1, ..., pk conduisent à rejeter (H0,i )?
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Sélection par tests multiples
Notations et problématique

Table de vérité :

Décision
Réalité (H0) (H1)

efuut (H0)efuut TN FP
(H1) FN TP

Objectif : maximiser le nombre de TP tout en minimisant les FP.

On note I0 l’ensemble des indices i pour lesquels (H0,i ) est vrai. Si on fixe τ un
seuil indépendant de m (typiquement 5%) au-delà duquel on rejette (H0) :

E(FP) = E

( m∑
i=1

1{i∈I0,p(i)<τ}

)
=
∑
i∈I0

P(p(i) < τ) = #I0τ >> 0.
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Sélection par tests multiples
Contrôles pour tests multiples

Contrôler le risque de première espèce α n’est pas suffisant mais on peut décider de
contrôler le :

Family Wise Error Rate ou taux d’erreur par famille :

FWER = P(FP ≥ 1),

False Discovery Rate ou taux de faux positifs :

FDR = E
(

FP
FP + TP

)
.

Proposition
Si m = 1 (un seul test effectué), FWER = FDR correspond au risque usuel de 1ière
espèce. Si m > 1,

FDR ≤ FWER .
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Sélection par tests multiples
Contrôles pour tests multiples

Contrôler le risque de première espèce α n’est pas suffisant mais on peut décider de
contrôler le :

Family Wise Error Rate ou taux d’erreur par famille :

FWER = P(FP ≥ 1),

False Discovery Rate ou taux de faux positifs :

FDR = E
(

FP
FP + TP

)
.

Le contrôle du FWER est plus fort puisqu’il permet de s’assurer qu’avec grande
probabilité, aucun faux positif n’est sélectionné. Le contrôle du FDR est plus souple,
il permet de moins rejeter de positifs, au prix d’un plus fort taux de faux positifs.
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Sélection par tests multiples
Procédure de Bonferroni pour contrôle du FWER

Procédure de Bonferroni : les m tests individuels sont effectués en remplaçant α
par α/m.

Proposition
La procédure de Bonferroni assure

FWER ≤ α.

La procédure garantit un contrôle du FWER quelque soit la dépendance entre
les p-valeurs des m tests.
La procédure est par contre trop conservative si m est grand (trop peu de
positifs détectés).
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Sélection par tests multiples
Procédure de Holm-Bonferroni pour contrôle du FWER

1 Effectuer les m tests et ordonner les m p-valeurs obtenues

p(1) ≤ p(2) ≤ ... ≤ p(m).

2 Déterminer
I = max

{
k, ∀i ≤ k, p(i) ≤

α

m − i + 1

}
.

3 Rejeter les p-valeurs inférieures à α
m−I+1 .

Proposition
La procédure de Holmes-Bonferroni assure

FWER ≤ α,

et est toujours supérieure à la procédure de Bonferroni.
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Sélection par tests multiples
Procédure de Benjamini-Hochberg pour contrôle du FDR

Procédure la plus utilisée en pratique :

1 Effectuer les m tests et ordonner les m p-valeurs obtenues

p(1) ≤ p(2) ≤ ... ≤ p(m).

2 Déterminer
I = max

{
k, ∀i ≤ k, p(i) ≤ α

i
m

}
.

3 Rejeter les p-valeurs inférieures à α I
m .

Proposition
La procédure de Benjamini-Hochberg assure

FDR ≤ α.
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Sélection par tests multiples
p-valeurs ajustées

En pratique, lorsque l’on réalise un test statistique :

1 on calcule la p-valeur associée (évite de choisir au préalable le niveau du test),
2 on rejette le test en fixant le niveau du test à posteriori (classiquement
α = 0.05).

Ici, les procédures de Bonferroni et de BH nécessitent de fixer un seuil α au
préalable (correspondant au contrôle du FWER et du FDR). Cependant, une
correction, dite de Bonferroni ou de BH, permet de corriger les p-valeurs initiales
pour aboutir à la simple règle de décision :

Si p̃(i) < α, alors on rejette (H0).
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Sélection par tests multiples
p-valeurs ajustées (R)

pvalue <- c(0.001,0.1,0.52,0.000001,0.34,0.05,0.042)
pvalue_adjust <- p.adjust(pvalue,method = "BH")
round(pvalue_adjust,3)

## [1] 0.004 0.140 0.520 0.000 0.397 0.088 0.088

pvalue_adjust <- p.adjust(pvalue,method = "bonferroni")
round(pvalue_adjust,3)

## [1] 0.007 0.700 1.000 0.000 1.000 0.350 0.294

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 36 / 81



III. 3. Réduction de dimension
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Réduction de dimension
Introduction

Une manière d’éviter les écueils de la grande dimension consiste à réduire la
dimension du problème en projetant les p variables évoluant dans un espace
vectoriel de dimension p dans un sous-espace vectoriel de dimension beaucoup plus
petit. Pour cela, on :

1 cherche un sous-espace vectoriel de dimension plus petite que p,
2 remplace le nuage de point initial par sa projection orthogonale sur le

sous-espace ainsi défini.

Problématique : choisir le sous-espace de telle sorte que le nouveau nuage soit
aussi représentatif que possible des données initiales.
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Réduction de dimension
Cadre mathématique

On s’intéresse ici aux méthodes de réduction de dimension par combinaisons
linéaires de variables (ACP et PLS).

Objectif : construction de :

une matrice A de taille p × r (r << p) contenant en colonne les coefficients
des combinaisons linéaires des anciennes variables (les vecteurs engendrant le
nouvel espace),
une matrice Z de taille n × r contenant les r nouvelles variables,

telles que :
Z = XA.
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)
Les composantes principales Z 1, ...,Z r sont construites de telle sorte à garder le
plus d’information possible contenue dans X 1, ...,X p : la variance des coordonnées
des n individus sur chaque nouvel axe doit être maximale.

Ainsi, le nuage de points se répartit bien sur l’axe, gardant la diversité initiale du
nuage, ce qui ne serait pas le cas si tous les points étaient projetés au même endroit
(variance nulle).
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

Etape 0 : normalisation des données

Afin de limiter l’effet de trop “grosses” variables présentes, les variables X 1, ...,X p

sont normées :
∀i ∈ J1, pK, X i ∼ N (0, 1).

Ceci a pour effet :

de pouvoir comparer des variables à échelles différentes (avantage),
de lisser le signal (inconvénient).
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

Etape 1 : construction du 1er axe

Le 1er axe Z 1 est choisi comme étant la combinaison linéaire de X 1, ...X p de
variance maximale :

Z 1 = Xα1,

avec ‖α1‖ = 1 et Var(Xα1) maximale parmi les vecteurs de la forme Xα.

α1 ∈ Rp représente la direction du 1er axe principal,
Xα1 ∈ Rn est l’ensemble des coordonnées du nuage de points sur cet axe.
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

Etape 2 : construction du 2ième axe

Le 2nd axe Z 2 est choisi comme étant la combinaison linéaire de X 1, ...X p de
variance maximale :

Z 2 = Xα2,

avec ‖α2‖ = 1 et Var(Xα2) maximale parmi les vecteurs de la forme Xα.

On y ajoute la contrainte :
〈Z 2,Z 1〉 = 0.

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 43 / 81



Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

Etape k : construction du k-ième axe

De manière plus générale, Z k est choisi comme étant la combinaison linéaire de
X 1, ...X p de variance maximale :

Z k = Xαk ,

où
αk = argmax

α∈Rp
Var(Xα).

sous les contraintes :

‖αk‖ = 1 et ∀` ∈ J1, k − 1K, tαk
tXXα` = 0.

Par construction, tous les axes sont orthogonaux et ils sont ordonnés du plus
informatif Z 1 au moins informatif Z r .
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

Etape k : construction du k-ième axe

De manière plus générale, Z k est choisi comme étant la combinaison linéaire de
X 1, ...X p de variance maximale :

Z k = Xαk ,

où
αk = argmax

α∈Rp

tαtXXα.

sous les contraintes :

‖αk‖ = 1 et ∀` ∈ J1, k − 1K, tαk
tXXα` = 0.

Par construction, tous les axes sont orthogonaux et ils sont ordonnés du plus
informatif Z 1 au moins informatif Z r .
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

Etape k : construction du k-ième axe

De manière plus générale, Z k est choisi comme étant la combinaison linéaire de
X 1, ...X p de variance maximale :

Z k = Xαk ,

où
αk = argmax

α∈Rp

tαtXXα = tαΣα,

avec Σ la matrice de covariance empirique de X , sous les contraintes :

‖αk‖ = 1 et ∀` ∈ J1, k − 1K, tαk
tXXα` = 0.

Par construction, tous les axes sont orthogonaux et ils sont ordonnés du plus
informatif Z 1 au moins informatif Z r .
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)

En pratique, d’un point de vue algorithmique :

soit on trouve α1 puis on projette tous les individus (qui sont des points de
Rp) sur (α1)⊥. On relance alors la résolution du problème d’optimisation pour
trouver α2,. . .

soit on utilise le fait que les αk correspondent aux vecteurs propres de Σ (qui
est diagonalisable car symétrique), ordonnés par ordre décroissant de leur
valeur propre associée. Ceci permet d’obtenir tous les αk d’un seul coup!
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)
Choix du nombre d’axes : déterminer le nombre r d’axes à retenir est une
problématique centrale pour faire de la réduction de dimension. Il existe de
nombreux critères basés sur :

la part d’inertie :
r = argmin

k<p
{Ik > τ},

où Ik est l’inertie de la composante k, qui mesure la dispersion des points
autour du centre de gravité dans un nuage de points.
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)
Choix du nombre d’axes : déterminer le nombre r d’axes à retenir est une
problématique centrale pour faire de la réduction de dimension. Il existe de
nombreux critères basés sur :

la règle de Kaiser : on ne conserve que les valeurs propres supérieures à leur
moyenne.
l’éboulis des valeurs propres : graphique présentant la décroissance des valeurs
propres. On cherche un coude dans le graphe pour déterminer r .
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)
Interprétation de l’ACP :

Les axes factoriels sont interprétés par rapport aux variables bien représentées
en utilisant les contributions ou cercle des corrélations.
Les contributions des individus permettent d’identifier ceux qui ont une grande
influence sur l’ACP. Ces individus sont à étudier parfois séparément.
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Réduction de dimension
Analyse par Composantes Principales (ACP)
Interprétation de l’ACP :

Les axes factoriels sont interprétés par rapport aux variables bien représentées
en utilisant les contributions ou cercle des corrélations.
Les contributions des individus permettent d’identifier ceux qui ont une grande
influence sur l’ACP. Ces individus sont à étudier parfois séparément.
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Réduction de dimension
Régression des moindres carrés partiels (PLS)

Les composantes d’une ACP sont construites pour représenter au mieux
l’information contenue dans les variables X 1, ...X p mais ne tiennent pas compte du
lien avec Y , ce qui est le point central d’un modèle de régression.

La PLS est une généralisation de l’ACP au sens où elle construit des variables qui

représentent au mieux les variables X 1, ...,X p,
ET sont le plus possible corrélées à Y .

Les composantes de la PLS sont les Z 1, ...,Z r où, pour tout k, Z k = Xαk et :

αk = argmax
α∈Rp

Cov(Xα,Y ),

sous les contraintes :

‖αk‖ = 1 et ∀` ∈ J1, k − 1K, tαk
tXXα` = 0.
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Réduction de dimension
Régression des moindres carrés partiels (PLS)

Remarque : on a Cov(Xα,Y )2 = Corr(Xα,Y )2Var(Xα)Var(Y ) où Corr désigne la
corrélation. Les composantes de la PLS sont donc les Z 1, ...,Z r où, pour tout k,
Z k = Xαk et :

αk = argmax
α∈Rp

Corr(Xα,Y )2Var(Xα),

sous les contraintes :

‖αk‖ = 1 et ∀` ∈ J1, k − 1K, tαk
tXXα` = 0.

Ainsi, les composantes choisies :

maximisent la variance de la projection du nuage de points formé par
X 1, ...,X p,
maximisent la corrélation avec Y .
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Réduction de dimension
Régression des moindres carrés partiels (PLS)

En pratique, d’un point de vue algorithmique :

on peut à nouveau chercher pas à pas en projetant à chaque fois sur
l’orthogonal des axes déjà définis,
ou déterminer la décomposition en valeurs singulières de tXY tYX .

Remarque : si Y est multi-dimensionnel, on peut étendre la PLS en cherchant cette
fois la meilleure covariance entre une combinaison linéaire des X et une
combinaison linéaire des Y :

(αk , βk) = argmax Cov(Xα,Y β),

sous la contrainte tαα = 1 et tββ = 1. On projette ensuite X et Y suivant les
vecteurs choisis (déflation) et ainsi de suite.
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Réduction de dimension
ACP et PLS dans un cadre de régression
On peut utiliser l’ACP et la PLS comme une étape préliminaire à la régression :

Y = β0 +
p∑

j=1
βjX j + ε.

Pour cela :

1 on ne considère plus les variables X 1, ...,X p mais les variables Z 1, ...,Z r ,

2 on régresse Y sur ces nouvelles variables Z 1, ...,Z r (r < n, le problème est
donc bien défini) :

Y = γ0 +
r∑

j=1
γjZ j + ε,

3 on interprète les coefficients à partir des variables initiales suivant :

β̂ =
r∑

j=1
γ̂jαj , où Z j = Xαj .
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Réduction de dimension
ACP sur R

Exemple de base :

library(FactoMineR)
data(iris)
pca <- PCA(iris[1:4],graph=FALSE) # ACP sur les données
pca$eig # infos sur les vaps

## eigenvalue percentage of variance cumulative percentage of variance
## comp 1 2.91849782 72.9624454 72.96245
## comp 2 0.91403047 22.8507618 95.81321
## comp 3 0.14675688 3.6689219 99.48213
## comp 4 0.02071484 0.5178709 100.00000

# (notamment la part de variance expliquée)
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Réduction de dimension
ACP sur R
Exemple de base :

pca$var # ici, infos sur les variables

## $coord
## Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4
## Sepal.Length 0.8901688 0.36082989 -0.27565767 -0.03760602
## Sepal.Width -0.4601427 0.88271627 0.09361987 0.01777631
## Petal.Length 0.9915552 0.02341519 0.05444699 0.11534978
## Petal.Width 0.9649790 0.06399985 0.24298265 -0.07535950
##
## $cor
## Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4
## Sepal.Length 0.8901688 0.36082989 -0.27565767 -0.03760602
## Sepal.Width -0.4601427 0.88271627 0.09361987 0.01777631
## Petal.Length 0.9915552 0.02341519 0.05444699 0.11534978
## Petal.Width 0.9649790 0.06399985 0.24298265 -0.07535950
##
## $cos2
## Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4
## Sepal.Length 0.7924004 0.130198208 0.075987149 0.0014142127
## Sepal.Width 0.2117313 0.779188012 0.008764681 0.0003159971
## Petal.Length 0.9831817 0.000548271 0.002964475 0.0133055723
## Petal.Width 0.9311844 0.004095980 0.059040571 0.0056790544
##
## $contrib
## Dim.1 Dim.2 Dim.3 Dim.4
## Sepal.Length 27.150969 14.24440565 51.777574 6.827052
## Sepal.Width 7.254804 85.24748749 5.972245 1.525463
## Petal.Length 33.687936 0.05998389 2.019990 64.232089
## Petal.Width 31.906291 0.44812296 40.230191 27.415396
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Réduction de dimension
ACP sur R

Exemple de base :

plot(pca, choix="var")
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Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression

Chargement des données :

library(pls)
data(gasoline)
str(gasoline)

## 'data.frame': 60 obs. of 2 variables:
## $ octane: num 85.3 85.2 88.5 83.4 87.9 ...
## $ NIR : 'AsIs' num [1:60, 1:401] -0.0502 -0.0442 -0.0469 -0.0467 -0.0509 ...
## ..- attr(*, "dimnames")=List of 2
## .. ..$ : chr "1" "2" "3" "4" ...
## .. ..$ : chr "900 nm" "902 nm" "904 nm" "906 nm" ...
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Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
Séparation du jeu de données en deux :

# échantillon d'apprentissage
learn <- sample(1:nrow(gasoline),50,replace=FALSE)

# échantillon test
test <- which(!(1:nrow(gasoline)) %in% learn)
gasolinelearn <- gasoline[learn,]
gasolinetest <- gasoline[test,]
dim(gasolinelearn)

## [1] 50 2

dim(gasolinetest)

## [1] 10 2
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Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
ACP sur l’échantillon d’apprentissage :

pcrgasoline <- pcr(octane~NIR,ncomp=10,data=gasolinelearn,
scale=TRUE,validation="CV",segments=5)

summary(pcrgasoline)

## Data: X dimension: 50 401
## Y dimension: 50 1
## Fit method: svdpc
## Number of components considered: 10
##
## VALIDATION: RMSEP
## Cross-validated using 5 random segments.
## (Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps
## CV 1.484 1.443 1.503 0.6929 0.2853 0.2274 0.2195
## adjCV 1.484 1.435 1.482 0.5464 0.2823 0.2252 0.2121
## 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
## CV 0.2055 0.2335 0.2265 0.235
## adjCV 0.2049 0.2353 0.2190 0.227
##
## TRAINING: % variance explained
## 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps
## X 72.14 88.80 93.72 97.50 98.25 98.65 99.01
## octane 10.39 19.36 96.28 96.87 98.02 98.22 98.27
## 8 comps 9 comps 10 comps
## X 99.22 99.40 99.51
## octane 98.38 98.68 98.68
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Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
PLS sur l’échantillon d’apprentissage :

plsgasoline <- plsr(octane~NIR,ncomp=10,data=gasolinelearn,
scale=TRUE,validation="CV",segments=5)

summary(plsgasoline)

## Data: X dimension: 50 401
## Y dimension: 50 1
## Fit method: kernelpls
## Number of components considered: 10
##
## VALIDATION: RMSEP
## Cross-validated using 5 random segments.
## (Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps
## CV 1.484 1.313 0.7391 0.2994 0.2295 0.2106 0.2145
## adjCV 1.484 1.310 0.7248 0.2857 0.2211 0.2091 0.2076
## 7 comps 8 comps 9 comps 10 comps
## CV 0.2248 0.2742 0.2738 0.2856
## adjCV 0.2168 0.2550 0.2555 0.2636
##
## TRAINING: % variance explained
## 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps 5 comps 6 comps 7 comps
## X 67.64 82.60 93.70 95.48 98.18 98.52 98.80
## octane 28.05 81.22 97.37 98.23 98.54 98.82 98.96
## 8 comps 9 comps 10 comps
## X 98.90 99.19 99.32
## octane 99.24 99.33 99.49
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Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
Erreur de prédiction sur l’échantillon d’apprentissage : permet d’identifier le
nombre optimal de composantes.

plot(RMSEP(pcrgasoline), legendpos = "topright")
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Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
Interprétation des coefficients ACP

1000 1200 1400 1600

−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05
0.

10
0.

15

nm

lo
ad

in
g 

va
lu

e

Comp 1 (72.1 %)
Comp 2 (16.7 %)
Comp 3 (4.9 %)

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 64 / 81



Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
Interprétation des coefficients PLS

1000 1200 1400 1600

−
0.

15
−

0.
10

−
0.

05
0.

00
0.

05
0.

10

nm

lo
ad

in
g 

va
lu

e

Comp 1 (68 %)
Comp 2 (15 %)
Comp 3 (11 %)

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 65 / 81



Réduction de dimension
ACP et PLS sur R - cadre de régression
Erreur d’apprentissage sur l’échantillon test

pred <- predict(plsgasoline, ncomp = 3, newdata = gasolinetest)
pred[,,1]

## 9 12 14 31 32 33 37 44
## 88.75821 87.74725 88.07812 86.54786 84.55703 84.69913 85.46547 85.48356
## 52 59
## 87.32936 89.13162

gasolinetest$octane

## [1] 88.70 88.25 88.00 86.30 84.40 84.70 85.25 85.30 87.60 89.60

RMSEP(plsgasoline, newdata = gasolinetest)

## (Intercept) 1 comps 2 comps 3 comps 4 comps
## 1.8069 1.5542 0.5247 0.2685 0.1888
## 5 comps 6 comps 7 comps 8 comps 9 comps
## 0.1916 0.1681 0.1861 0.1928 0.1910
## 10 comps
## 0.1854
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III. 4. Sélection de variables par pénalisation
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Sélection de variables par pénalisation
Introduction

On se place dans le cadre de la régression linéaire (gaussienne ou logistique) en
grande dimension (p > n). La matrice tXX n’est alors pas forcément de rang p et
n’est plus inversible, rendant l’estimateur des moindres carrés incalculable. De
même, en présence de variables fortement corrélées, la matrice peut être inversible
mais son inverse, et donc l’estimateur des moindres carrés, est très instable.

Deux problématiques se posent alors :

comment limiter les effets des corrélations?
comment choisir un nombre restreint de variables qui agissent sur la réponse?
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Sélection de variables par pénalisation
Principe

On considère le modèle de régression linéaire :

Y = Xβ + ε.

On note `(β,X ,Y ) la vraisemblance associée à une valeur β au vu des données X
et Y . Afin de favoriser un certain comportement de la solution, on peut remplacer
l’estimateur du maximum de vraisemblance :

β̂ = argmax
β∈Rp

`(β,X ,Y )

par
β̂ = argmax

β∈Rp
`(β,X ,Y )− λpen(β),

où pen(β) est une fonction de pénalité à choisir. La valeur de λ (paramètre de
pénalisation) fixe le degré de pénalité que l’on veut considérer.
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Sélection de variables par pénalisation
Régression Ridge

L’estimateur Ridge est défini par :

β̂ridge = argmax
β∈Rp

`(β,X ,Y )− λ‖β‖2
2,

ou, de façon équivalente dans le cas gaussien,

β̂ridge = argmin
β∈Rp

‖Y − Xβ‖2
2 + λ‖β‖2

2.

Il vaut alors :
β̂ridge = (tXX + λI)−1tXY .

La pénalité ridge est utilisée pour diminuer la grande variance induite sur β par
la présence de variables corrélées.
L’estimateur ridge est biaisé contrairement à celui des moindres carrés.
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Sélection de variables par pénalisation
Régression Ridge - problème dual
Le problème de minimisation

β̂ridge = argmin
β∈Rp

‖Y − Xβ‖2
2 + λ‖β‖2

2,

est équivalent à un problème dual de la forme :

β̂ridge = argmin
β∈Rp

‖Y − Xβ‖2
2 sous la contrainte

∑
i β

2
i ≤ c(λ).
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Sélection de variables par pénalisation
Régression Lasso

L’estimateur Lasso est défini par :

β̂lasso = argmax
β∈Rp

`(β,X ,Y )− λ‖β‖1,

ou, de façon équivalente dans le cas gaussien,

β̂lasso = argmin
β∈Rp

‖Y − Xβ‖2
2 + λ‖β‖1.

La pénalité lasso est utilisée pour obtenir des solutions parcimonieuses,
c’est-à-dire telles que beaucoup de coefficients soient nuls (plus λ est grand,
plus les solutions sont parcimonieuses).
L’estimateur lasso est en général un estimateur de grande variance avec des
problèmes de stabilité, notamment en présence de variables corrélées.
L’estimateur Lasso n’a pas d’écriture propre, il faut le déterminer par un
algorithme d’optimisation (Lars).
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Sélection de variables par pénalisation
Régression Lasso - problème dual
Le problème de minimisation

β̂lasso = argmin
β∈Rp

‖Y − Xβ‖2
2 + λ‖β‖1,

est équivalent à un problème dual de la forme :

β̂lasso = argmin
β∈Rp

‖Y − Xβ‖2
2 sous la contrainte

∑
i |βi | ≤ c(λ).
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Sélection de variables par pénalisation
Variante Elastic-Net

L’estimateur Elastic-Net est défini par :

β̂EN = argmax
β∈Rp

`(β,X ,Y )− λ
(
α‖β‖1 + (1− α)‖β‖2

2
)
.

Avantage : l’estimateur Elastic-Net est un juste milieu entre pénalité Lasso et
Ridge.
Inconvénient : l’estimateur Elastic-Net nécessite de calibrer deux paramètres.

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 74 / 81



Sélection de variables par pénalisation
Variante Group-Lasso

On considère que les variables sont réparties dans K groupes prédéfinis. On note βk
les coordonnées du vecteur β correspondant aux variables du groupe k.
L’estimateur Group-Lasso est défini par :

β̂GL = argmax
β∈Rp

`(β,X ,Y )−
K∑

k=1
λk‖βk‖2.

Avantage : l’estimateur Group-Lasso est un juste milieu entre pénalité Lasso et
Ridge : les corrélations sont prises à l’intérieur des groupes et de nombreux
groupes sont annulés entièrement.
Inconvénient : les groupes doivent être déterminés à l’avance.

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 75 / 81



Sélection de variables par pénalisation
Applications sur R

library(glmnet)
data(QuickStartExample) # jeu de données du package

fit = glmnet(x, y) # met en place le modèle Lasso
plot(fit)
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Sélection de variables par pénalisation
Applications sur R
print(fit)

##
## Call: glmnet(x = x, y = y)
##
## Df %Dev Lambda
## [1,] 0 0.00000 1.631000
## [2,] 2 0.05528 1.486000
## [3,] 2 0.14590 1.354000
## [4,] 2 0.22110 1.234000
## [5,] 2 0.28360 1.124000
## [6,] 2 0.33540 1.024000
## [7,] 4 0.39040 0.933200
## [8,] 5 0.45600 0.850300
## [9,] 5 0.51540 0.774700
## [10,] 6 0.57350 0.705900
## [11,] 6 0.62550 0.643200
## [12,] 6 0.66870 0.586100
## [13,] 6 0.70460 0.534000
## [14,] 6 0.73440 0.486600
## [15,] 7 0.76210 0.443300
## [16,] 7 0.78570 0.404000
## [17,] 7 0.80530 0.368100
## [18,] 7 0.82150 0.335400
## [19,] 7 0.83500 0.305600
## [20,] 7 0.84620 0.278400
## [21,] 7 0.85550 0.253700
## [22,] 7 0.86330 0.231200
## [23,] 8 0.87060 0.210600
## [24,] 8 0.87690 0.191900
## [25,] 8 0.88210 0.174900
## [26,] 8 0.88650 0.159300
## [27,] 8 0.89010 0.145200
## [28,] 8 0.89310 0.132300
## [29,] 8 0.89560 0.120500
## [30,] 8 0.89760 0.109800
## [31,] 9 0.89940 0.100100
## [32,] 9 0.90100 0.091170
## [33,] 9 0.90230 0.083070
## [34,] 9 0.90340 0.075690
## [35,] 10 0.90430 0.068970
## [36,] 11 0.90530 0.062840
## [37,] 11 0.90620 0.057260
## [38,] 12 0.90700 0.052170
## [39,] 15 0.90780 0.047540
## [40,] 16 0.90860 0.043310
## [41,] 16 0.90930 0.039470
## [42,] 16 0.90980 0.035960
## [43,] 17 0.91030 0.032770
## [44,] 17 0.91070 0.029850
## [45,] 18 0.91110 0.027200
## [46,] 18 0.91140 0.024790
## [47,] 19 0.91170 0.022580
## [48,] 19 0.91200 0.020580
## [49,] 19 0.91220 0.018750
## [50,] 19 0.91240 0.017080
## [51,] 19 0.91250 0.015570
## [52,] 19 0.91260 0.014180
## [53,] 19 0.91270 0.012920
## [54,] 19 0.91280 0.011780
## [55,] 19 0.91290 0.010730
## [56,] 19 0.91290 0.009776
## [57,] 19 0.91300 0.008908
## [58,] 19 0.91300 0.008116
## [59,] 19 0.91310 0.007395
## [60,] 19 0.91310 0.006738
## [61,] 19 0.91310 0.006140
## [62,] 20 0.91310 0.005594
## [63,] 20 0.91310 0.005097
## [64,] 20 0.91310 0.004644
## [65,] 20 0.91320 0.004232
## [66,] 20 0.91320 0.003856
## [67,] 20 0.91320 0.003513
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Sélection de variables par pénalisation
Applications sur R
coef(fit)

## 21 x 67 sparse Matrix of class "dgCMatrix"

## [[ suppressing 67 column names 's0', 's1', 's2' ... ]]

##
## (Intercept) 0.6607581 0.631235043 0.5874616 0.5475769 0.5112354
## V1 . 0.139264992 0.2698292 0.3887945 0.4971912
## V2 . . . . .
## V3 . . . . .
## V4 . . . . .
## V5 . . . . .
## V6 . . . . .
## V7 . . . . .
## V8 . . . . .
## V9 . . . . .
## V10 . . . . .
## V11 . . . . .
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 . -0.005878595 -0.1299063 -0.2429157 -0.3458857
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 . . . . .
##
## (Intercept) 0.4781224 0.44579828 0.41340406 0.38515161 0.35554873
## V1 0.5959583 0.67960556 0.74364368 0.79672086 0.84797353
## V2 . . . . .
## V3 . . . . 0.04902347
## V4 . . . . .
## V5 . -0.03264358 -0.11207321 -0.18116746 -0.24689473
## V6 . . 0.01347456 0.06180401 0.10589979
## V7 . . . . .
## V8 . . . . .
## V9 . . . . .
## V10 . . . . .
## V11 . . . . .
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 -0.4397081 -0.52122516 -0.58808817 -0.64543588 -0.69202504
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 . -0.03836926 -0.13486770 -0.22196207 -0.30436207
##
## (Intercept) 0.3268488 0.3006986 0.2768715 0.2551611 0.23897850
## V1 0.8959613 0.9396872 0.9795286 1.0158306 1.05340431
## V2 . . . . .
## V3 0.1156263 0.1763105 0.2316038 0.2819849 0.32601558
## V4 . . . . .
## V5 -0.3080361 -0.3637424 -0.4144999 -0.4607483 -0.50174373
## V6 0.1461096 0.1827461 0.2161280 0.2465443 0.27480316
## V7 . . . . .
## V8 . . . . 0.03113765
## V9 . . . . .
## V10 . . . . .
## V11 . . . . .
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 -0.7319390 -0.7683077 -0.8014456 -0.8316396 -0.85716075
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 -0.3808057 -0.4504576 -0.5139218 -0.5717480 -0.61944973
##
## (Intercept) 0.22492518 0.21212042 0.2004532 0.1898225 0.1801361
## V1 1.08852453 1.12051680 1.1496670 1.1762275 1.2004285
## V2 . . . . .
## V3 0.36575238 0.40196705 0.4349645 0.4650306 0.4924256
## V4 . . . . .
## V5 -0.53883929 -0.57265298 -0.6034628 -0.6315355 -0.6571143
## V6 0.30064502 0.32419490 0.3456527 0.3652042 0.3830188
## V7 . . . . .
## V8 0.06549654 0.09680196 0.1253263 0.1513166 0.1749980
## V9 . . . . .
## V10 . . . . .
## V11 . . . . .
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 -0.88003892 -0.90088249 -0.9198744 -0.9371791 -0.9529465
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 -0.66194509 -0.70066911 -0.7359530 -0.7681023 -0.7973956
##
## (Intercept) 0.1713103 0.1632684 0.16018043 0.1586314 0.15721186
## V1 1.2224795 1.2425717 1.25617136 1.2670788 1.27705027
## V2 . . . . .
## V3 0.5173870 0.5401292 0.56123386 0.5805823 0.59821036
## V4 . . . . .
## V5 -0.6804208 -0.7016532 -0.72008611 -0.7365962 -0.75164619
## V6 0.3992508 0.4140384 0.43008350 0.4454661 0.45947857
## V7 . . . . .
## V8 0.1965756 0.2162341 0.23282182 0.2474957 0.26088201
## V9 . . . . .
## V10 . . . . .
## V11 . . 0.01749238 0.0386113 0.05783249
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 -0.9673131 -0.9804053 -0.99271796 -1.0040712 -1.01440902
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 -0.8240866 -0.8484063 -0.87452081 -0.8995116 -0.92227009
##
## (Intercept) 0.1559184 0.15473991 0.1536661 0.1526877 0.1517961
## V1 1.2861359 1.29441444 1.3019575 1.3088305 1.3150929
## V2 . . . . .
## V3 0.6142724 0.62890756 0.6422426 0.6543929 0.6654639
## V4 . . . . .
## V5 -0.7653592 -0.77785401 -0.7892388 -0.7996122 -0.8090641
## V6 0.4722462 0.48387954 0.4944794 0.5041376 0.5129379
## V7 . . . . .
## V8 0.2730791 0.28419264 0.2943189 0.3035455 0.3119525
## V9 . . . . .
## V10 . . . . .
## V11 0.0753461 0.09130386 0.1058440 0.1190924 0.1311638
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 -1.0238284 -1.03241106 -1.0402312 -1.0473567 -1.0538491
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 -0.9430068 -0.96190123 -0.9791172 -0.9948037 -1.0090967
##
## (Intercept) 0.150933802 0.1501130 0.14936467 0.14867414 0.147927056
## V1 1.320563621 1.3253733 1.32975267 1.33377821 1.337393911
## V2 . . . . .
## V3 0.675052179 0.6833693 0.69096092 0.69787701 0.704086480
## V4 . . . . .
## V5 -0.817360973 -0.8246020 -0.83122558 -0.83726751 -0.842853149
## V6 0.521380737 0.5293940 0.53669611 0.54334327 0.549403480
## V7 0.004773491 0.0127738 0.02005438 0.02668633 0.032703914
## V8 0.319370009 0.3259468 0.33193760 0.33741131 0.342430521
## V9 . . . . .
## V10 . . . . 0.001206607
## V11 0.142425610 0.1528706 0.16239419 0.17105029 0.178995989
## V12 . . . . .
## V13 . . . . .
## V14 -1.059938983 -1.0656291 -1.07081121 -1.07552680 -1.079993473
## V15 . . . . .
## V16 . . . . .
## V17 . . . . .
## V18 . . . . .
## V19 . . . . .
## V20 -1.021794791 -1.0330999 -1.04340741 -1.05278699 -1.061382443
##
## (Intercept) 0.145832036 0.14291659 0.140076081 0.1374558397
## V1 1.340981414 1.34431995 1.347383064 1.3500302964
## V2 . . . 0.0003305367
## V3 0.708347139 0.71047211 0.712555760 0.7149749795
## V4 . . . .
## V5 -0.848087765 -0.85182173 -0.855449422 -0.8591237649
## V6 0.554823781 0.55960366 0.564158207 0.5688257493
## V7 0.038519738 0.04475230 0.050401186 0.0557935290
## V8 0.347221319 0.35117414 0.354841505 0.3581403171
## V9 . . . .
## V10 0.010034050 0.01985732 0.028831014 0.0373622713
## V11 0.186365264 0.19335515 0.199511972 0.2045194702
## V12 . . . -0.0012547265
## V13 . . -0.001983046 -0.0072984581
## V14 -1.086006902 -1.09350480 -1.100192172 -1.1058992948
## V15 -0.004444318 -0.01564233 -0.025611554 -0.0348312096
## V16 . . . .
## V17 . . . .
## V18 . . . 0.0016051115
## V19 . . . .
## V20 -1.069942845 -1.07874251 -1.086745008 -1.0938819629
##
## (Intercept) 0.1357322447 0.133073342 0.130676693 0.128660890
## V1 1.3518343496 1.354221283 1.356361532 1.358328625
## V2 0.0023648524 0.004540620 0.006504739 0.008183930
## V3 0.7183628414 0.722517758 0.726148026 0.729395933
## V4 0.0006067576 0.005717922 0.010273295 0.014458167
## V5 -0.8627891178 -0.865619702 -0.868213547 -0.870720166
## V6 0.5734103634 0.576730059 0.579794269 0.582517165
## V7 0.0616912888 0.067072276 0.072003466 0.076231973
## V8 0.3606567337 0.363243052 0.365606824 0.367970084
## V9 . . . .
## V10 0.0457807582 0.053800085 0.061116762 0.068030038
## V11 0.2080907598 0.210806709 0.213281312 0.215812808
## V12 -0.0074697521 -0.013596900 -0.019177870 -0.024238268
## V13 -0.0111422625 -0.013991250 -0.016593423 -0.019278242
## V14 -1.1105322646 -1.115442340 -1.119919073 -1.124155296
## V15 -0.0451759982 -0.054376448 -0.062794808 -0.070162005
## V16 . . . -0.002157956
## V17 . . . .
## V18 0.0074282513 0.011935155 0.016047236 0.019755628
## V19 . . . .
## V20 -1.0998730249 -1.105325880 -1.110285879 -1.114758359
##
## (Intercept) 0.127100757 0.125658148 0.124459484 0.123083478
## V1 1.360077239 1.361826578 1.363516610 1.365012473
## V2 0.009356286 0.010663829 0.012117261 0.013394881
## V3 0.732747892 0.735687801 0.738489919 0.740982346
## V4 0.018153437 0.021807371 0.025450529 0.029051896
## V5 -0.873442109 -0.875954408 -0.878483306 -0.880831285
## V6 0.585058350 0.587415384 0.589775898 0.592245889
## V7 0.079617935 0.083063167 0.086552751 0.089833929
## V8 0.370419245 0.372681284 0.374828053 0.377057526
## V9 . . . -0.002621182
## V10 0.074233016 0.079723615 0.084204349 0.088799149
## V11 0.218374200 0.220998092 0.223955022 0.226508751
## V12 -0.028646041 -0.032605455 -0.035873158 -0.038821242
## V13 -0.022187336 -0.024764099 -0.027176713 -0.029215714
## V14 -1.127787677 -1.131209037 -1.134226168 -1.136938041
## V15 -0.076174415 -0.082038466 -0.087625136 -0.092981469
## V16 -0.006135461 -0.009839126 -0.013415303 -0.016753758
## V17 . -0.001922159 -0.006547775 -0.010856550
## V18 0.023150539 0.026194761 0.028945231 0.031379958
## V19 . . . .
## V20 -1.118794293 -1.122369456 -1.125537624 -1.127752032
##
## (Intercept) 0.121759609 0.120547496 0.11944328 0.11846462 0.11754879
## V1 1.366450256 1.367748542 1.36893056 1.36998470 1.37096264
## V2 0.014397675 0.015372031 0.01626067 0.01707702 0.01781339
## V3 0.743465148 0.745636509 0.74761351 0.74946962 0.75110911
## V4 0.032374342 0.035423370 0.03820166 0.04068249 0.04298924
## V5 -0.883160151 -0.885211320 -0.88707883 -0.88881016 -0.89035981
## V6 0.594632426 0.596777968 0.59873244 0.60050176 0.60212802
## V7 0.092794881 0.095510754 0.09798555 0.10021054 0.10226623
## V8 0.379289498 0.381282051 0.38309650 0.38471632 0.38622371
## V9 -0.005743725 -0.008552895 -0.01111123 -0.01336043 -0.01548785
## V10 0.092981099 0.096836619 0.10035051 0.10350507 0.10642372
## V11 0.228692663 0.230716422 0.23256140 0.23424727 0.23578173
## V12 -0.041612372 -0.044116969 -0.04639775 -0.04841234 -0.05030762
## V13 -0.031065122 -0.032739020 -0.03426420 -0.03568535 -0.03695091
## V14 -1.139223438 -1.141373902 -1.14333452 -1.14507381 -1.14670284
## V15 -0.097764378 -0.102178942 -0.10620215 -0.10981091 -0.11315326
## V16 -0.019873867 -0.022697069 -0.02526906 -0.02760956 -0.02974533
## V17 -0.014836101 -0.018454102 -0.02175038 -0.02474602 -0.02748296
## V18 0.033577799 0.035573518 0.03739207 0.03906579 0.04057628
## V19 . . . . .
## V20 -1.129497976 -1.131121615 -1.13260210 -1.13398890 -1.13521781
##
## (Intercept) 0.11671126 0.11594788 0.11525230 0.11461851 0.11404103
## V1 1.37185860 1.37267542 1.37341971 1.37409788 1.37471580
## V2 0.01848505 0.01909714 0.01965486 0.02016303 0.02062606
## V3 0.75260011 0.75395848 0.75519616 0.75632389 0.75735144
## V4 0.04509504 0.04701410 0.04876269 0.05035594 0.05180766
## V5 -0.89177002 -0.89305486 -0.89422555 -0.89529224 -0.89626417
## V6 0.60360748 0.60495526 0.60618329 0.60730223 0.60832176
## V7 0.10414080 0.10584892 0.10740530 0.10882341 0.11011555
## V8 0.38759898 0.38885221 0.38999412 0.39103458 0.39198261
## V9 -0.01742982 -0.01919950 -0.02081199 -0.02228122 -0.02361993
## V10 0.10908576 0.11151147 0.11372169 0.11573557 0.11757053
## V11 0.23717704 0.23844813 0.23960628 0.24066154 0.24162306
## V12 -0.05203815 -0.05361518 -0.05505213 -0.05636143 -0.05755441
## V13 -0.03810207 -0.03915083 -0.04010641 -0.04097710 -0.04177044
## V14 -1.14818987 -1.14954498 -1.15077972 -1.15190477 -1.15292987
## V15 -0.11620138 -0.11897887 -0.12150962 -0.12381555 -0.12591662
## V16 -0.03169119 -0.03346417 -0.03507964 -0.03655159 -0.03789278
## V17 -0.02997710 -0.03224969 -0.03432040 -0.03620715 -0.03792629
## V18 0.04195060 0.04320266 0.04434347 0.04538293 0.04633006
## V19 . . . . .
## V20 -1.13633467 -1.13735209 -1.13827911 -1.13912377 -1.13989340
##
## (Intercept) 0.11351485 0.11303541 0.11259857 0.11220053 0.1118690740
## V1 1.37527883 1.37579184 1.37625928 1.37668519 1.3770732640
## V2 0.02104795 0.02143237 0.02178263 0.02210178 0.0223925759
## V3 0.75828770 0.75914078 0.75991808 0.76062633 0.7612716571
## V4 0.05313040 0.05433564 0.05543381 0.05643442 0.0573461383
## V5 -0.89714976 -0.89795667 -0.89869190 -0.89936181 -0.8999722125
## V6 0.60925072 0.61009715 0.61086839 0.61157111 0.6122114060
## V7 0.11129289 0.11236564 0.11334309 0.11423371 0.1150452062
## V8 0.39284642 0.39363350 0.39435065 0.39500409 0.3955994813
## V9 -0.02483972 -0.02595114 -0.02696382 -0.02788655 -0.0287272973
## V10 0.11924248 0.12076591 0.12215399 0.12341876 0.1245711739
## V11 0.24249916 0.24329742 0.24402477 0.24468751 0.2452913700
## V12 -0.05864141 -0.05963185 -0.06053430 -0.06135657 -0.0621058001
## V13 -0.04249331 -0.04315195 -0.04375209 -0.04429891 -0.0447971477
## V14 -1.15386390 -1.15471496 -1.15549041 -1.15619698 -1.1568407715
## V15 -0.12783104 -0.12957539 -0.13116478 -0.13261297 -0.1339325015
## V16 -0.03911483 -0.04022831 -0.04124287 -0.04216730 -0.0430096117
## V17 -0.03949271 -0.04091996 -0.04222043 -0.04340536 -0.0444850328
## V18 0.04719304 0.04797936 0.04869582 0.04934863 0.0499434519
## V19 . . . . -0.0002826171
## V20 -1.14059465 -1.14123361 -1.14181581 -1.14234628 -1.1428571573
##
## (Intercept) 0.1116391212 0.111416020 0.111208836 0.111018972
## V1 1.3774624706 1.377778464 1.378068980 1.378335220
## V2 0.0226628898 0.022876591 0.023067319 0.023240539
## V3 0.7618229689 0.762333115 0.762792114 0.763209604
## V4 0.0581650484 0.058924124 0.059619334 0.060253956
## V5 -0.9005302147 -0.901019251 -0.901460720 -0.901862151
## V6 0.6126935719 0.613199654 0.613661389 0.614081490
## V7 0.1158639519 0.116625928 0.117323875 0.117960550
## V8 0.3960464453 0.396486054 0.396890604 0.397260052
## V9 -0.0293237454 -0.029954538 -0.030538991 -0.031073136
## V10 0.1255623471 0.126525647 0.127412702 0.128222375
## V11 0.2458135745 0.246332061 0.246801359 0.247227761
## V12 -0.0627355658 -0.063361864 -0.063941712 -0.064471793
## V13 -0.0452205653 -0.045596759 -0.045935249 -0.046242852
## V14 -1.1574445472 -1.158021349 -1.158552963 -1.159038292
## V15 -0.1350226279 -0.136107335 -0.137103471 -0.138012175
## V16 -0.0437592264 -0.044453331 -0.045085697 -0.045661882
## V17 -0.0455062126 -0.046430870 -0.047272446 -0.048039238
## V18 0.0505994498 0.051177394 0.051702567 0.052180547
## V19 -0.0008442286 -0.001340022 -0.001791685 -0.002203174
## V20 -1.1433791482 -1.143843763 -1.144262012 -1.144641844
##
## (Intercept) 0.110845721
## V1 1.378578220
## V2 0.023398270
## V3 0.763589908
## V4 0.060832496
## V5 -0.902227796
## V6 0.614464085
## V7 0.118540773
## V8 0.397596878
## V9 -0.031560145
## V10 0.128960349
## V11 0.247615990
## V12 -0.064955124
## V13 -0.046522983
## V14 -1.159480668
## V15 -0.138840304
## V16 -0.046186890
## V17 -0.048737920
## V18 0.052615915
## V19 -0.002578088
## V20 -1.144987654

M. Champion Chapitre III : Réduction de dimension 2020-2021 78 / 81



Sélection de variables par pénalisation
Applications sur R

cvfit = cv.glmnet(x, y)
plot(cvfit)
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Sélection de variables par pénalisation
Applications sur R
coef(cvfit, s = "lambda.min")

## 21 x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
## 1
## (Intercept) 0.14867414
## V1 1.33377821
## V2 .
## V3 0.69787701
## V4 .
## V5 -0.83726751
## V6 0.54334327
## V7 0.02668633
## V8 0.33741131
## V9 .
## V10 .
## V11 0.17105029
## V12 .
## V13 .
## V14 -1.07552680
## V15 .
## V16 .
## V17 .
## V18 .
## V19 .
## V20 -1.05278699
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Sélection de variables par pénalisation
Applications sur R

Les autres modèles peuvent être définis à l’aide de la fonction glmnet() en
spécifiant la valeur du paramètre alpha :

# met en place le modèle Ridge
fit_ridge = cv.glmnet(x, y, alpha= 0)
# met en place le modèle Elastic Net
fit_EN = cv.glmnet(x, y, alpha= 0.8)
length(which(abs(coef(fit_ridge, s = "lambda.min"))>0))

## [1] 21

length(which(abs(coef(fit_EN, s = "lambda.min"))>0))

## [1] 10
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